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Abstract - We consider spline functíons of generalized polynomials, Spg (x)í
which are an extension of spline polynomials functions . We proove
the existente and the unicity of an interpolate Spg (x) of order
two, for a real-valued function f , known at n given real points .
An extension of the Lagrange interpolate is given on the linear
space of the Spg (x) functions of order two .
Finally we present an approximation of hístograms by Spg(x) fun-
ction of order three .
1 - A generalizadóo do conceito de polinómios levou a considerar combinagóes
lineares de dadas fungóes {gi(x)}i=1 . Suporemos que estas fungóes formam um
n
sistema de Chebyshev em j,b1 r-IR . As combinagóes lineares
	
E c g .(x) seráo
i=1 i i
designadas por polinómios generalizados .
Poderemos considerar diferentes tipos de aproximagoes por meio des-
tes polinómios generalizados -aproximagáo de Chebyshev, aproximagáo em
p Ea,bj , etc . Existem resultados muito importantes sobre o assunto .
Ver E2] . Recentemente, G .Muhlbach, ver [:3: e [42 e F .Oliveira E5] apresen-
taram resultados sobre interpolagáo por polinómios generalizados . Muhlbach
generaliza os resultados conhecidos para polinómios ordinários apresentando
o algoritmo de Neville-Aitken e o de Newton-das-Diferengas-Divididas para p2
linómios generalizados . F .Oliveira desenvolve um interpolador náo linear obti
do a partir da fungóes {gi (x)}°=1 dadas .
Estes resultados sobre polinómios generalizados sugerem naturalmente
novas generaiizagóes .
2 - Lembremos que podemos definir fungao spline polinomial de grau
m(m=0,1,2, . . .) e continuidade
	
k (k >0 , inteiro) como a funcao
S~~(x) e Ck [,b1 que se reduz a um polinómio de grau m (ou inferior) em cada
subintervalo da partido A de
Um tipo semelhante de fungóes spline utilizando polinómios generali-
zados, pode ser definido :
Splines de Polinómios Generalizados - diremos que s(x) é um spline de poli
nómios generalizados de ordem n em 1 a,b ; C IR e nodos {x .}N e Ea b1 se
n --¡1 i=1
a) s(x) é da forma E c i gi (x) em cada intervalo Ex¡-l,xi~ dai=1
partigao A de E,bl ;
b) s(x) E Ck E,b1 com k >0
Designaremos por Spg (m,k) o conjunto dos splines de polinómios generaliza-
dos de ordem m e continuidade k em l,b1 ,
Teorema 1 - Dada uma fungao f : A ->B , com A,B e R , existe um único elemen
to s(x) e Spg(2,k) que aproxima f em cada intervalo 2,,T,,, : de
A = ía .b7 e aue é interDOlador Dara f nos Dontos {T . }n de Darticao1 i=l
A : a=T 1 <T2 < . . .<Tn =b .
Para x e 21,T2
2 teremos s(x) e Spg(2,k) dado por
s(x) = cll 91 (x) + c12 g2(x)
= f(T1)
DC,~~T21
+ f(T2)
D 2l ,x1
D l=1 ,T2 1 D 21,T2 :
Igl (T1 ) g l (T2)
com D LT1,T2 1
-_
~ #
0
92 (T 1 ) g 2 (T2)
De modo análogo
	
s (x) = cil gl (x) + cí2 g2 (x) para x E T í ,Ti+1 , i = 1, . . . . n 1 .
É evidente que s(T
1
.) - f(T 1.) i =1, . . .,n e em cada T1.,T1.+ .1
7_ é interpolados
único . Ver E2] , pg .78 .
Se {gi (x) } E Ck Ea, bl teremos s (x) e Ck 1-,b7
i =1
0 erro da aproxímagáo s(x) para f pode exprimir-se por
E (x) = f (x) - s (x) = Lf  (1) - s" (1 )j (x-Ti ) (x-Ti+1 )
para x E LTi,Ti+l1 com 1 E :Ti , Ti+l L , i = 1, . . . . n-1
3 - Designando por A o espago linear de todas as fungóes splire de polínó-
mios generalizados de ordem 2 e continuas em LT 1 ,TnI , com possiveis des-
continuidades para as derivadas nos pontos T2 , . . .,Tn-1 , construiremos uma
base para A :
Seja To: =T1 , Tn+l : = Tn . Tomemos
D E 'Ti+11
D Ci ,Ti+17
a) H (T .) = 6 . . = { 1 i = ji ~ ij 0 i b j
b) Hi (x) E A , i =l, . . . .n
coincide com f , s (x) = f (x) E A .
n
d) f (x) = E f (Ti ) H i (x)
i=1
conhecida nos
{Ti}i-1
pontos .
Ti_1 < x <T i
Ti < x <Ti+l
n
c) E r(T i ) H i (x) EA e coincide com r(x) nos pontos T i , . . . . Tn .
i=1
Teorema g, - Se f é um elemento de A entáo o seu interpolados s (x) ESpg (2,k)
Entáo de c) vem que f(x) EA se pode exprimir na forma
Chamaremos a c) interpoladora de Lagrange em A, para uma fungáo r(x)
4 - Aproximagáo de histogramas por splines de polinómios generalizados de or-
den tris .
Supomos dados
por essas equagóes .
1 - Um conjunto de {gi(x)} 3i-1
fungóes formando um sistema de
Chebyshev em E,b: .
2 - Uma sucessáo estritamente crescente de pontos
{T i }
n+l e C.b:
i=1
3 - 0 histograma de una fungáo f .
Pretende-se aproximar f, a partir do histograma dado, por meio de um
spline de polinómios generalizados de ordem 3, que designaremos por
s(x) espg (3,k),
A partigáo 0 de E,bl, obtida pelos pontos {Ti }1+1 , origina n in-
tervalos em E,b:
Para conhecermos
	
s(x) em CT1,Tn+1J necessitamos de determinar 3 n
incógnitas cij , i =1, . . .,n , j =1,2,3 .
Iremos obter essas incógnitas pela resolugáo de um sistema de 3 n e-
quagóes lineares conjuntas .
Essas equagóes obtén-se .impondo condigóes de interpolagáo e de homo-
geneidade, naturalmente sugeridas pelo histograma dado .
a) Condigóes de interpolagao
1 - s (T1)
= s (Tn+l)
= 0
2 - ~- i+1 s (x) dx = hi Ti
b) Condigóes de homogeneidade nos nodos interiores
Ti , i =2, . . .,n .
con á Ti = Ti+1 = Ti
(o T . )
2
1-s(T)+AT s' (T) + 1 s"(T)=s(T . )
2 - s' (Ti ) +á Ti SI(Ti) = s' (Ti+1)
Temos no total n+2 condiSoes de interpolagáo e 2 (n-1) condígóes de
homogeneidade que nos permiteigobter s(x) pela resolugáo do sistema formado
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